Лекция. Методы генерации инвариантов программ 
0. Основное определение

Пример 1. 

M = max(a,b)  
// Постоусловие 
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Доказать: 
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Пример 2. 
B =abs(a) 

// b2=a2 
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Определение. Инвариантом программы 
[image: image5.wmf]P

 в контрольной точке 
[image: image6.wmf]s

 называется соотношение между ее переменными, которое выполняется всякий раз, когда процесс вычислений проходит через эту точку, независимо от назальных значений переменных.

Проблема генерации инвариантов циклов в императивных программах была поставлена в работах Р. Флойда [1] и С. Хоара [2] как ключевая проблема процесса анализа свойств программ.

Мы рассматрим проблему автоматической генерации полиномиальных инвариантов для программ, алгебрами данных которых являются области целостности или поля (программ, определенных над полями). 


[image: image7] 
Procedure Rotation (a, b: Real; e: Real; var x, y: Real);

var u, v: Real;

begin

     x := a; y := b;

     Repeat

        u := (4/5)*x - (3/5)*y;

        v := (3/5)*x + (4/5)*y;

        x := u; y := v;

     until Sqr((x-a)) + Sqr(y-b) < e;

end;

I. Алгоритм генерации полиномиальных инвариантов ограниченной степени в императивныхпрограммах 

Розглянемо клас програм, для яких алгебра даних 
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 є конструктивним полем 
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 називається поліноміальним програмним інваріантом програми 
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, якщо для довільного початкового стану пам’яті 
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, якщо програма 
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 завершила виконання у заключному стані пам’яті 
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 називається інваріантною рівністю програми 
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Приклад  Інваріант та інваріантна рівність програми

Procedure ModDiv(a, b: Integer; var q, r: Integer);   

begin

  r := b;

  q := 0;

  While r >= b do begin
    r := r - a;

    q := q + 1

  end


  {Invariance equality: a = b*q + r, Invariant: a - b*q - r} 


end;

 
Таким чином, поліноміальні інваріантні рівності мають вигляд 
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. Інваріант, що відповідає цій рівності, має вигляд  
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Ідеали програмних інваріантів. Основні властивості.
Наведемо необхідні алгебраїчні визначення й твердження. 


Множина 
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  називається ідеалом кільця 
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a) для будь-яких елементів 
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b) для будь-яких елементів 
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Базисом ідеалу 
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 називається скінчена система поліномів 
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Теорема Гильберта про базис ідеалу комутативного кільця поліномів стверджує, що будь-який ідеал  
[image: image36.wmf]]

[

X

F

I

Í

 має скінчений базис. Якщо 
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, цей факт записують у вигляді 
[image: image39.wmf])

,...,

(

1

k

b

b

Ideal

I

=

 або 
[image: image40.wmf])

,...,

(

1

k

b

b

I

=

.


Нехай 
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 - зростаюча послідовність ідеалів кільця 
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 Тоді ця послідовність є скінченою. Цю властивість називають властивістю нетеровості кільця 
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 Теорема Гильберта про базис і властивість нетеровості кільця 
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 - еквівалентні твердження. Кільця, що задовольняють цій властивості, називають нетеровими.


Ідеал
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Ідеал 
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Радикальний ідеал
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можна представити у вигляді перетину скінченого числа простих ідеалів: 
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Нехай 
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утворює ідеал кільця 
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Якщо за ідеалом 
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 побудувати 
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 називається ідеалом свого многовиду. Можна показати, що клас радикальних ідеалів співпадає з класом ідеалів своїх многовидів. 

Множина поліноміальних інваріантів програми 
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 є ідеалом свого многовиду, і отже - радикальним ідеалом кільця 
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Базиси ідеалів не володіють властивістю одиничності. Для того, щоб набути цю властивість, треба використати базиси Гребнера ідеалів (Комп’ютерна алгебра ). 

Предварительные факты

1. Множество инвариантов в произвольной контрольной точке императивной программы образует полиномиальный идеал над конструктивным полем. 
2. Если в условиях операторов программы используются предикаты равенства и их отрицания, проблема построения базиса этого идеала алгоритмически неразрешима. Поэтому условия в операторах программы приходится игнорировать, считая вычисления абсолютно недетерминированными. 
3. Для решения задач автоматической генерации программных инвариантов предлагаются итерационные методы статического анализа, называемые методами нижней и верхней аппроксимации. 
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Система уравнений потокового анализа программ
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Итерационные соотношения  потокового анализа программ

Метод нижней итерации 
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Метод верхней итерации 
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В нашей предметной области эти методы не дают полного решения – в виде базиса идеала инвариантов.
3. Предлагпается другой метод.  Основные теоремы метода:

· теорема об алгоритмической разрешимости проблем доказательства инвариантности полиномиального равенства 
· теорема об алгоритмической разрешимости проблемы построения базиса векторного пространства полиномиальных инвариантов ограниченной степени.

4. На основании этих теорем предложены алгоритмы решения указанных проблем с использованием техники базисов Гребнера. 

1. Модели программ 

Для решения задач автоматической генерации программных инвариантов в качестве модели программ используются U-Y схемы программ над памятью, интер​пре​ти​рован​ные над алгебрами данных. В этой модели программу представляет инициальный ориентированный граф с выделенными заключительными вершинами. Вершины этого графа называются состояниями, а дуги – переходами. Состояния программы – суть ее контрольные точки. Переходы программы отмечены условиями и вычисляющими операторами (определения см. ниже). Эта модель по существу эквивалентна модели transition system, используемой в современных работах западных авторов. Отметим, что эта модель представляет неструкту​ри​ро​ван​ную программу. 

Наши алгоритмы доказательства и генерации полиномиальных инвариантных равенств для программ, алгеброй данных которых является поле или области целостности. в качестве модели программы используют выражения в алгоритмической алгебре Глушкова, представляющие структурированные программы.
Различие моделей программ не является существенным, т.к. для преобразования U-Y схемы программы в эквивалентное ей выражение алгоритмической алгебры Глушкова можно использовать, например, алгоритм анализа конечного автомата.

Алгоритм вычисле​ния полиномиальных инвариантных равенств, изложенный ниже, основан на свойстве нетеровости колец полиномов. Мы рассмотрим предложены алгоритмы, основанные на вычислениях базисов Гребнера.       

Основные операции алгоритмической алгебры Глушкова:    
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Здесь P, Q – программы, а u – условия. Семантику этих операций определим с помощью операторов языка Паскаль:
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Атомарными программами являются т.н. вычисляющие операторы (определение см. ниже). Таким образом, семантика программы определяется семантикой вычисляющих операторов и условий, т.е. интерпретацией программы над некоторой областью данных.



2. Программы, интерпретированные над алгебрами данных

Пусть A – алгебра с сигнатурой операций ( = <(1, …, (k> и носителем A. Пусть, далее, X = < x1, …, xn > - вектор переменных, которые мы интерпретируем как переменные программы. Для краткости мы будем называть X памятью программы, а векторы a = < a1, …, an>,  ai ( A - состояниями памяти. Множество U = An  образует пространство - универсум состояний памяти программы. Вычисляющий оператор – это отображение F : U ( U, определенное покоординатно системой присвоений     





 x1 := f1(X), …, xn := fn(X)




(2)

Вычисляющий оператор мы будем записывать в векторной форме X := F(X), а вектор координатных функций (вычислений) – в форме F = <f1, …, fn>. Отметим, что в таких обозначениях вычисляющий оператор интерпретируется как одновременное присвоение вектору переменных значений – правых частей покоординатных операторов присвоений.       

Мы будем говорить, что программа P определена линейно (интерпретирована над векторным про​странством), если  A – некоторое поле (область целостности), а все ее вычисляющие операторы имеют вид 

X := F*X + b,




(3)
где F – линейный оператор, действующий в векторном пространстве  U, а b ( U. 

Мы будем говорить, что программа P определена полиномиально (интерпретирована над полиномиальным кольцом), если  A – некоторое поле (область целостности), а все ее вычисляющие операторы имеют вид 

X := F(X),





(4)

где fi ( A [X], т.е. многочлены с коэффициентами из A.   

Мы будем говорить, что программа P определена рационально (интерпретирована над полем рациональных выражений), если  A – некоторое поле, а все ее вычисляющие операторы имеют вид 

X := F(X),





(5)

где fi ( A (X), т.е. рациональные выражения с коэффициентами из A.   

Условия определяются как предикаты в некотором специальном языке L условий. Во всяком случае, этот язык включает предикаты равенства и их отрицания (=, ().   

Таким образом, программы, интерпретированные над линейными пространствами, на каждом шаге вычислений осуществляют линейные преобразования универсума состояний памяти U, программы, интерпретированные над полиномиальными кольцами – полино​миаль​ные преобразования U, а программы, интерпретированные над полем рациональных выражений - рациональные преобразования U.
  

3. Инварианты программ

Многочлен g(X) ( A[X] называется полиномиальным инвариантом программы P, если при любом начальном состоянии памяти a = < a1, …, an>, если программа P завершает работу, для заключительного состояния памяти b выполняется равенство g(b) = 0.

Множество всех полиномиальных инвариантов рационально определенных программ образует радикальный идеал кольца A[X], который мы будем обозначать через 
[image: image87.wmf]P
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В дальнейшем мы будем рассматривать также множество всех элементов 
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, степени которых ограничены некоторой константой M. Множество таких многочленов образует векторное пространство, которое обозначается через 
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4. Теоретические результаты

Теорема 1. Если ch(A) = 0 и язык условий L включает предикаты равенства и их отрицания (=, (), проблема построения базиса 
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 в классе линейно определенных программ алгоритмически неразрешима. 

Понятно, что из этой теоремы сразу следует неразрешимость рассматриваемой проблемы для всех классов программ, рассматриваемых в  настоящей лекции. Поэтому в дальнейших результатах условия в программах приходится игнорировать, считая программы абсолютно недетерминированными. Список (1)  операций над программами при этом редуцируется до    
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Основной результат [3] настоящей работы, состоит в следующем:

Теорема 2. Пусть P - программа, интерпретированная над полиномиальным кольцом A[X], и 
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Тогда:

а) Проблема принадлежности 
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 алгоритмически разрешима.

б) Проблема построения базиса векторного пространства 
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Доказательство. (Индукция по структуре регулярного выражения, представляющего программу) 

Пусть 
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Доказательство утверждения а) будем вести индукцией по структуре  редуцированной программы P, т.е. по структуре ее регулярного выражения в сигнатуре (6), в которой вычисляющие операторы – суть атомы 
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Пусть w = yj1*yj2*…*yjk – программа, представляющая собою последо​ва​тельность вычисляющих операторов. Мы будем говорить, что w ( P, если P допускает вычисления, описанные w. Mы будем также называть w словом P. Собственно программа P ассоциируется тогда со множеством принадлежащих ей слов (множество слов – это множество всевозможных путей вычислений P). 

 Введём следующие обозначения. Через g(w), 
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Мы покажем, что для каждой программы 
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 существует и может быть эффективно построено конечное подмножество слов 
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в) 
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Поскольку кольцо A[X] нетерово, эта последовательность стабилизируется на некотором номере 
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В самом деле, из (7) следует 


[image: image129.wmf])

)

(

),...,

(

,

(

))

(

...,

),

(

(

)

(

0

0

0

1

1

1

1

1

2

1

m

m

m

P

g

P

g

g

P

g

P

g

P

g

Í

Í

+

+


поэтому из равенства 
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Поскольку проблема принадлежности 
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 алгоритмически разрешима, формулы (6) - (8) описывают рекурсивный алгоритм построения 
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5. Основные задачи и алгоритмы 

Из доказательства теоремы 2а) видно, что основной алгоритмической проблемой, которую нужно решить при реализации соответствующего алгоритма, является проблема 
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Иными словами, задача сводится к тому, чтобы распознать принадлежность некоторого многочлена полиномиальному идеалу, заданному своим базисом. Эта задача является клас​сической задачей теории полиномиальных идеалов, и для ее решения лучше всего использовать базисы Гребнера полиномиальных идеалов.  

Таким образом, все идеалы, которые строятся в алгоритме теоремы 2а), должны быть представлены своими базисами Гребнера. В дальнейшем мы будем обозначать тот факт, что идеал I представлен базисом Гребнера f1 , …, fk , равенством 
I = ( f1 , …, fk )Gr.
Базис Гребнера идеала I мы будем обозначать через Gr(I).

Наш алгоритм теоремы 1а) должен быть основан на решении следующих задач:

1. Для
 I = ( f1 , …, fk )Gr  , J = ( g1 , …, gl )Gr  найти  K = (f1 , …, fk ,h1 , . . . , hm)Gr 

2. Для  I = ( f1 , …, fk )Gr  ,  вычисляющего оператора X := H(X), найти J = (g1 , . . ., gl )Gr, т.е. найти Gr((f1(H(X)) , …, fk(H(X)))).






3. Для I = ( f1 , …, fk )Gr  , J = ( g1 , …, gl )Gr  распознать  I ( J.
Задачи 1 и 3 – классические задачи теории полиномиальных идеалов, решение которых в терминах базисов Гребнера хорошо известно. Для решения задачи 2 можно восполь​зоваться общим алгоритмом пополнения, который строит базис Гребнера по произвольному конечному множеству полиномов или использовать формулы, аналогичные формулам (11), приведенным для рационально определенных программ.    
Рассмотрим теперь вопросы, связанные с реализацией алгоритма теоремы 1б). Отме​​​тим, что из метода доказательства следует, что искать инварианты можно, задавая их в виде полиномиальных форм, т.е. многочленов «специального» вида с неопределенными коэффициентами. Например, можно определить общий вид искомых инвариантов как линейную комбинацию нескольких многочленов с неопределенными коэффициентами:

g(X) = a1*g1(X)+…+ak*gk(X) 
 




(9)

Если, например, требуется искать линейные инварианты, следует положить 

g1= x1, . . . , gn = xn, gn+1 = 1.




(10)

Можно, к примеру, искать все инварианты вида  g(X) = a1*x12 +…+an * xn2  и т.п.

Поскольку вычисляющие операторы оставляют неопределенные коэффициенты неподвижными, алгоритмы теоремы 2а) следует применять покординатно к вектору многочленов (g1(X), … gk(X)). Базисы Гребнера следует строить отдельно для многочленов g1(X), … gk(X), а условие обрыва возрастающих цепочек п. в) алгоритма теоремы 1а) применять ко всему вектору идеалов (I1,  . . . , In). Таким образом, построение конечного множества слов из символов yi вычисляющих операторов при анализе программы P = {P1} заканчивается при таком значении m, при котором стабилизируются все координаты вектора идеалов (I1,  . . . , In).
Примеры

Приклад.  Розглянемо застосування методу a) теореми 6.2 для доведення інваріантності рівності 
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 програми, що обчислює найменше число Фібоначчі, більше, ніж 
[image: image144.wmf]N

.

Procedure Fib(N: Integer; var x: Integer);

var y: Integer;

Begin

    x := 1; y := 1;

    While x < N do Begin
      x := x + y;

      y := x - y

    End {Invariant: (x^2 - x*y - y^2)^2 - 1}

End;

Побудуємо словник операторів:


[image: image145.wmf].

:

;

:

:

,

:

;

:

:

,

1

:

;

1

:

:

3

2

1

y

x

y

x

x

y

y

y

y

x

x

y

y

x

y

-

=

=

=

+

=

=

=


Побудуємо регулярний вираз програми: 
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Послідовне застосування обчислюючи операторів у циклі перетворимо в один оператор 
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 Регулярний вираз програми при цьому спроститься: 
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Будуємо 
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Отже, 
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Для доведення інваріантності 
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Приклад Генерація інваріантів методом невизначених коефіцієнтів. Процедура цього приклада здійснює поворот точки 
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Procedure Rotation (a, b: Real; e: Real; var x, y: Real);

var u, v: Real;

begin

     x := a; y := b;

     Repeat

        u := (4/5)*x - (3/5)*y;

        v := (3/5)*x + (4/5)*y;

        x := u; y := v;

     until Sqr((x-a)) + Sqr(y-b) < e;

end;

Cформуємо cловник операторів, редукуючи оператор у тілі циклу до виду 


[image: image185.wmf]y.

5

4

x 

5

3

 

:

y 

y;

5

3

 

-

x 

5

4

 

:

 

:

1

×

+

×

=

×

×

=

x

y

 
[image: image186.wmf]b.

 

:

y 

;

:

 

:

2

=

=

a

x

y


Програму представлено регулярним виразом 
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Будемо шукати інваріант у вигляді однорідного поліному 2-ой ступені від змінних 
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(6.1)

На практиці можна використовувати метод, намічений в цьому й наступному прикладах. Відзначимо, що обчислення уздовж будь-якого шляху програми, що виконуються для конкретних числових значень вхідних параметрів, приводять до лінійних рівнянь від невизначених коефіцієнтів 
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Виключаючи з (6.1) 
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(6.5)

Рівняння (6.2) - (6.4) лінійно незалежні. Однак, подальші обчислення показують, що рівняння, отримані при інших початкових значеннях 
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 Знаходячи з (6.6) коефіцієнт C, отримаємо: 
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(6.7)

Покладемо   
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 Знаходячи з (6.8) коефіцієнт 
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Нарешті, методом a) теореми 6.2 переконаємося в тому, що 
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- інваріант програми. 

Инварианты рационально определенных программ 

В [3] отмечено, что алгоритмы теоремы 2 могут быть модифицированы для рационально определенных программ. С этой целью можно рассмотреть алгоритм решения задачи 2 в случае, когда  в операторе X := H(X) 

H(X) = (h1(X), …, hn(X))  hi(X) = ri(X)/si(X),
причем правые части в этом операторе – несократимые дроби. 

Для этого множеству  X = <x1, …, xn > поставим в соответствие набор Z = < z1, …, zn >, переменные которого играют роль вспомогательных. Далее, рассмотрим набор полиномов 

f1(Z), …, fk(Z), x1*s1(Z) - r1(Z), …, xn*sn(Z) - rn(Z)


(11)
Построим базис Гребнера этого набора, элиминируя переменные набора Z. Полученный базис Гребнера  g1(X) , …, gk (X) является решением задачи 2. 

Аналогичные рассуждения можно применить и в случаях, когда правые части вычисляющих  операторов содержат алгебраические иррациональности (например, функции квадратных корней).

Открытые проблемы 

· Проблема построения базиса 
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I

.
· Проблема построения базиса векторногно пространства 
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 для программ с рекурсивными вызовами процедур. Эти программы определяются к.с. грамматиками.
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II. Полиномиальные инварианты линейных циклов 
Введение
Задача генерации полиномиальных инвриантов для произвольных полиномиально определенных программ, повидимому, является очень сложной. Ключевое место здесь – анализ циклов вида  
X := b;

While Q(X, b) do X := F(X) 

где  
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. Циклы с одной переменной в теле цикла
2. 
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 Циклы с линейным оператором в теле цикла.
L-инварианты линейных отображений и инварианты линейных циклов 

Определение 1. Пусть 
[image: image221.wmf]W

- n-мерное векторное пространство над полем рациональных чисел 
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Пример 0.
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[image: image231]
Пример 1. (линейный оператор с характеристическим многочленом 
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Покажем, что рациональное выражение
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где 
[image: image236.wmf],

2

,

2

,

2

2

3

3

3

2

3

1

e

l

e

l

l

=

=

=

 а 
[image: image237.wmf])

3

2

sin(

)

3

2

cos(

p

p

e

i

+

=

- первообразный корень степени 3 из 1 – L–инвариант этого оператора. 
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Определение 2. Пусть 
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- два набора переменных. Линейным циклом мы называем фрагмент императивной программы вида

X := b;

While Q(X, b) do X := A*X 

Замечание. Операторы X:=b, X:=A*X интерпретируются как одновременные присвоения переменным левых частей значений правых частей. В дальнейшем условие  Q(X, b) мы будем игнорировать, считая линейный цикл бесконечным, а его выполнение недетерминированным. Т.о. мы рассматриваем циклы вида

X := b;

While True|False do X := A*X 

Предложение 1. Если 
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 - инвариант линейного цикла над полем 
[image: image247.wmf]_
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. Такие инварианты циклов мы будем также называть L-инвариантами (линейных циклов).

Пример 2. (линейный цикл с оператором примера 1)
Линейный цикл, соответствующий оператору 
[image: image248.wmf]A

, имеет вид

(x, y, z) := (a, b, c);

While True|False do (x, y, z) := (y, z, 2*x)

L-инвариант этого цикла определен формулой (2): 
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(3)

Отметим, что L-инвариант цикла 
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Введем обозначения
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Многочлены 
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Дробь 
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 можно вычислить методом неопределенных коэффициентов, используя равенство (5). Осталось заметить, что 
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 - L-инварианты оператора 
[image: image278.wmf]A

. В самом деле, 


[image: image279.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

l

l

c

b

a

W

z

y

x

W

c

b

a

V

z

y

x

V

c

b

a

U

z

y

x

U

c

b

a

p

z

y

x

p

-

+

-

+

-

=

-


Поскольку 
[image: image280.wmf](

)

(

)

0

,

,

2

,

,

=

+

c

b

a

p

a

c

b

p

, имеем 


[image: image281.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

,

,

2

,

,

,

,

2

,

,

,

,

2

,

,

2

2

2

=

-

+

-

+

-

l

l

c

b

a

W

a

c

b

W

c

b

a

V

a

c

b

V

c

b

a

U

a

c

b

U

[image: image282.wmf]
Ввиду линейной независимости векторов  
[image: image283.wmf]2

2

2

,

,

1

l

l

 над 
[image: image284.wmf]Q



[image: image285.wmf](

)

(

)

0

,

,

2

,

,

=

-

c

b

a

U

a

c

b

U

, 
[image: image286.wmf](

)

(

)

0

,

,

2

,

,

=

-

c

b

a

V

a

c

b

V

, 
[image: image287.wmf](

)

(

)

0

,

,

2

,

,

=

-

c

b

a

W

a

c

b

W

,

т.е  
[image: image288.wmf](

)

z

y

x

U

,

,

, 
[image: image289.wmf](

)

z

y

x

V

,

,

, 
[image: image290.wmf](

)

z

y

x

W

,

,

 - L-инварианты над 
[image: image291.wmf]Q

.

Отметим, что если переменным 
[image: image292.wmf]c

b

a

,

,

 придать числовые значения, L-инвариант преобразуется в инвариант цикла.   

Метод построения L-инвариантов, который мы будем рассматривать, заключается в вычислении и анализе собственных значений и собственных векторов линейных операторов.

Предложение 2. Пусть  
[image: image293.wmf]m

l

l

,...,

1

- собственные значения линейного оператора 
[image: image294.wmf]A

 и 
[image: image295.wmf]m

s

s

,...,

1

 - соответствующие им собственные векторы сопряженного оператора 
[image: image296.wmf].

*

A

 Предположим, что существуют такие целые числа 
[image: image297.wmf]m

k

k

,...,

1

, что  


[image: image298.wmf]1

...

1

1

=

×

×

m

k

m

k

l

l

 .





(6)

Тогда 


[image: image299.wmf]m

k

m

k

X

s

X

s

X

p

)

,

(

...

)

,

(

)

(

1

1

×

×

=






(7)

- L-инвариант линейного оператора 
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Соотношение (6) мы будем называть мультипликативным соотношением (между корнями характеристического многочлена), определяющим L-инвариант (7). 

Пример 3 (продолжение примера 2). Рассмотрим метод предложения 2 применительно к примеру 2. Вычислим собственные числа оператора 
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Вычислим далее собственные векторы матрицы 
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Пример 4. Цикл поворота точки плоскости 
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Вычислим собственные значения и собственные векторы оператора 
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Инвариант цикла имеет вид 
[image: image343.wmf]2

2

2

2

b

a

y

x

-

-

+

.  

Пример 5. Цикл вычисления последовательности Фибоначчи, начиная с пары 
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Вычислим собственные значения и собственные векторы оператора 
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Инвариантное соотношение цикла имеет вид  
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Следствие 2. Если характеристический (минимальный) многочлен 
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 EMBED Equation.3  [image: image384.wmf]- множество мономов из поля рациональных выражений 
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которые образуют базис Гребнера идеала 
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 EMBED Equation.3  [image: image439.wmf]- множество мономов из поля рациональных выражений 
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Следствие 2. Множество всех L-инвариантов оператора 
[image: image448.wmf]A
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Предложение 5. Если характеристический многочлена оператора 
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III. Нелинейные инварианты линейных циклов и собственные полиномы линейных операторов 
В общем случае невырожденный линейный оператор 
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где 
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Таким образом, теорема 2 относится только к тем строкам матрицы линейного оператора 
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Замечание 2. Понятия собственного многочлена и L-инварианта линейного оператора – некоторые аналоги понятий основных понятий геометрической теории инвариантов – а именно, понятий относительного и абсолютного инвариантов группы 
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 преобразований векторного пространства в том случае, когда эта группа определена как циклическая c образующим элементом 
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является собственным многочленом оператора 
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Пример 2. Последовательность собственных полиномов жордановой клетки 
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Теорема 4. Для жордановой клетки 
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Любой собственный полином  
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где 
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Замечание 2. Отметим, что формулы (16) по существу определяют изоморфное отображение векторного пространства однородных полиномов степени 
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Пример 3.

Для системы образующих примера 2 формулы обратных преобразований имеют вид: 
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В качестве примера этих преобразований рассмотрим задачу выражения собственного полинома 2-ой степени 
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Вычислим преобразования каждого из мономов 
[image: image561.wmf]G

. Получим:
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Просуммируем полученные равенства и выделим полином, не зависящий от 
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Это и есть представление 
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Отметим, что для операторов – жордановых клеток теорема 4 дает описание этого базиса через полиномы набора 
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В частности, один из вопросов может быть сформулирован таким образом: пусть множество базисных мономов задано формулой
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Очевидно, 
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(примеры 2, 3) базисом подпространства 
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Для каждой жордановой клетки 
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 - одна такая клетка. Тогда, в обозначениях, используемых выше при рассмотрении операторов – жордановых клеток, эта последовательность имеет вид 
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Собственным числом подпространства  
[image: image604.wmf])

,

),

(

(

'

X

d

J

W

l

 назовем число 
[image: image605.wmf]d

l

. Последовательность собственных чисел рассматриваемых подпространств имеет вид 
[image: image606.wmf])

,...,

,

(

3

n

l

l

l

. Если жорданова форма оператора 
[image: image607.wmf]A

 состоит из нескольких клеток, в определении подпространств собственных полиномов 
[image: image608.wmf]A

, очевидно, имеет смысл рассматривать только подмножества переменных вида 
[image: image609.wmf]U

J

J

i

X

X

)

(

'

=

, где 
[image: image610.wmf]1

},

,

,

,...,

{

)

(

)

(

)

(

1

)

(

)

(

³

=

-

i

z

y

x

x

X

J

J

J

n

J

i

df

J

i

J

 - подмножества переменных, соответствующих данной жордановой клетке оператора 
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Рассмотрим линейный оператор, образованный двумя жордановыми клетками 
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Через 
[image: image616.wmf])

(

W

Base

 обозначим базис подпространства 
[image: image617.wmf]W

. Тогда 


[image: image618.wmf]))

,

,

(

(

))

,

,

(

(

))

,

,

(

)

,

,

(

(

2

2

1

1

2

2

1

1

2

1

2

1

X

d

J

W

Base

X

d

J

W

Base

X

d

J

W

X

d

J

W

Base

n

n

n

n

´

=

´

.

Если


[image: image619.wmf]))

(

),...,

(

(

))

,

,

(

(

1

1

1

11

1

1

1

1

X

q

X

q

X

d

J

W

Base

k

n

=

,

 
[image: image620.wmf]))

(

),...,

(

(

))

,

,

(

(

2

2

2

21

2

2

2

2

X

q

X

q

X

d

J

W

Base

k

n

=

,
то 


[image: image621.wmf]}

..

1

,

..

1

),

(

)

(

{

))

,

,

(

)

,

,

(

(

2

1

2

2

1

1

2

2

1

1

2

1

k

j

k

i

X

q

X

q

X

d

J

W

X

d

J

W

Base

j

i

n

n

=

=

=

´

, 

а собственное число этого подпространства равно 
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Если жорданова форма линейного оператора 
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 состоит из жордановых клеток 
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для оператора 
[image: image626.wmf]A

 можно выделить систему подпространств собственных полиномов, каждое из которых характеризуется собственным числом  
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Теорема 5. Если собственные числа двух подпространств собственных полиномов линейного оператора 
[image: image629.wmf]A

 равны, их сумма также образует подпространство  собственных полиномов: 
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Доказательство очевидно. 

Ниже мы покажем, что определение подпространств собственных полиномов – одна из наиболее важных задач теории программных инвариантов линейных операторов. 

Рассмотрим теперь задачу построения 
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 - инвариантов линейных операторов (см. определение 1). Пусть оператор 
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 существует по крайней мере 
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(18).

Эти инварианты мы будем называть внутриклеточными. 
Замечание 3. Система L-инвариантов (18), определяемая через собственные многочлены, задает т.н. орбиту линейного оператора 
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 в пространстве 
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(19)
Можно ожидать, что орбита 
[image: image648.wmf]A

, как бесконечная последовательность, лежит в одномерном многообразии, причем недостающим членом системы (19) должно быть уравнение, задаваемое L-инвариантом, зависящим от 
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. Следствие к лемме 1 показывает, что таких инвариантов не существует. Однако, легко проверить, что неалгебраическая функция 
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удовлетворяет соотношению (6): 
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. Поэтому к алгебраической системе (19) можно добавить неалгебраическое уравнение, получив описание одномерного многообразия, содержащего орбиту 
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Теорема 5 определяет так называемые межклеточные инварианты. Именно, пусть пространство собственных полиномов произвольного  линейного оператора содержит два различных подпространства 
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 с равными собственными значениями (т.е. удовлетворяют теореме 5), 
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 - инвариант оператора 
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Теорема 6. Пусть 
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-  L-инвариант линейного оператора 
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 с равными собственными числами. 

Доказательство. Мы можем считать, что дробь  
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Поскольку несократимые дроби в поле рациональных выражений 
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 представляются в виде отношения целых выражений единственным образом с точностью до числового множителя, 
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Теорема доказана.

В заключение сформулируем основную теорему об 
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 - инвариантах линейных операторов:
Теорема 7. Пусть 
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 - множество всех базисных полиномов всех жордановых клеток линейного оператора 
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- совокупность их собственных чисел. Предположим, что существуют такие целые числа 
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Тогда 
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- L-инвариант линейного оператора 
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Доказательство очевидно.


Таким образом, проблема описания L-инвариантов линейного оператора 
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 сводится к проблеме описания всех соотношений (20). В [10, 11] доказано, что это множество имеет конечный базис. 


Если все собственные числа линейного оператора 
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 - рациональные числа, проблема построения этого базиса алгоритмически разрешима с помощью теоретико-числового алгоритма.

В случае, когда 
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- алгебраические числа, проблема построения базиса множества соотношений (2) остается открытой.
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