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1. Базові відомості про модуль 

1.1. Алгебраїчне означення модуля та його геометричний зміст. Дві 

найголовніші властивості модуля:  |a|  ≥  0, |a| = |-a| 

 

Математика – наука про величини і кількості, все, що можна виразити 

числом, належить математиці. Вона  – основа багатьох наук, а ще вона – 

логічний тренінг розумової діяльності, розвиває наше мислення, пам’ять та 

уяву. 

Як відомо, кожне дійсне число можна зобразити точкою на числовій  

прямій. Про кожну таку точку можна сказати справа чи зліва від нуля вона 

лежить, а також виміряти  відстань від цієї точки до нуля. Таким чином, ми 

можемо з кожним дійсним числом зв’язати дві величини: його знак і його 

відстань до початку відліку. 

В перекладі з латинської modulus – «міра». Цей термін запропонував 

використовувати учень Ньютона Котс. Лейбніц також застосовував цей 

термін і позначав: mol x. Загальноприйняте поняття модуля |x| введено в 1841 

році Веєрштрасом.  

Модулем додатного числа називається саме це число.  

Модулем (абсолютною величиною) числа  а  називають відстань від 

точки, яка зображує число  на координатній прямій, до початку відліку. Це і є 

геометричний зміст модуля. 

|𝑎| ≡ {
𝑎,   якщо 𝑎 ≥ 0; 
−𝑎 , якщо  𝑎 < 0.

 

 

 
З цього означення випливає, що модуль числа не може бути від’ємним 

числом. Якщо число лежить зліва від нуля знак його від’ємний, а справа – 

додатній, а число нуль знаку не має. Тому, модуль додатного числа дорівнює 
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самому числу, а модуль від’ємного, числу йому протилежному, а протилежні 

числа мають рівні модулі, оскільки знаходяться на однаковій відстані від 

початку відліку: |-8| = 8; |0| = 0;|-1,2| = |1,2| = 1,2. 

Отже, модуль числа (абсолютна величина), позначається |а| та має такі 

властивості: 

 

 

   

Геометричний зміст модуля 

 

 в                              а 

 В      0                        А  

 | 𝑎 | ≥ 0 = ОА; 

 |𝑎 ∙ 𝑏| = 𝐴𝐵. 

 

Тобто  абсолютною величиною числа a (модулем) називається відстань 

від точки, що зображує дане число a координатної прямої, до початку 

координат. З визначення випливає, що:  

Таким чином, щоб розкрити модуль, необхідно визначити знак 

підмодульного виразу. Якщо воно додатне, то можна просто забирати знак 

модуля. Якщо ж підмодульний вираз від’ємний, його потрібно помножити на 

" мінус " , і знак модуля, знову-таки, більше не писати. Тобто, щоб знайти 

модуль числа (або як кажуть «розкрити модуль»), треба знати знак числа. 

Приклади:  1. |−5| = 5; 

                     2. |0| = 0; 

                     3. |−7| = −(−7) = 7; 

                           4. |3 − 𝜋| = −(3 − 𝜋) = 𝜋 − 3 

 

Алгебраїчне 

означення модуля 

Властивості модуля, які 

випливають з означення 

 

 

1.  | 𝑎 | ≥ 0 

2.  | 𝑎 | = |- 𝑎 | 

3.  Якщо | 𝑎 | = | b|,  

то  𝑎  = b або  𝑎  = -b 

4.  Якщо | 𝑎 | = b,  

то  b ≥ 0 і  𝑎 = b або  𝑎  = -b 
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Основні властивості модуля: 

 

12. | 𝑎 | ≥ 0  (Модуль будь-якого числа невід’ємне число); 

13. |- 𝑎 |=| 𝑎 |  (Модулі протилежних чисел рівні); 

14. 𝑎 ≤ |𝑎|  (Число не перевищує свого модуля); 

15. |𝑎 ∙ 𝑏| = |𝑎| ∙ |𝑏|  (Модуль добутку дорівнює добутку модулей); 

16. |
𝑎

𝑏
| = |

𝑎

𝑏
|    (𝑏 ≠ 0) (Модуль дробу дорівнює модулю чисельника  

поділеного на модуль знаменника); 

17. |𝑎2| = |𝑎|2;   

18.  |𝑎2| = 𝑎2; 

19.  |𝑎2𝑘| = 𝑎2𝑘   (Модуль степення числа дорівнює тому самому 

степенню модуля даного числа); (Модуль парного степеня будь-

якого числа дорівнює тому самому степеню даного числа); 

20. |𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|  (Модуль  суми не перевищує суми модулів 

доданків). 

 

2. Деякі методи розв’язування рівнянь із модулями 

Існує кілька типів рівнянь із модулем, для яких є кращий спосіб 

розв'язання. При цьому цей спосіб не єдиний. Наприклад, для рівняння виду:  

 переважним способом розв'язування буде перехід 

до сукупності:  
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А для рівняння виду:   також можна переходити до майже 

аналогічної сукупності, але оскільки модуль набуває тільки невід’ємних 

значень, то і права частина рівняння повинна бути невід’ємною. Цю умову 

потрібно дописати як загальне обмеження для всього прикладу. Тоді 

отримаємо систему:  

Обидва ці типи рівнянь можна розв'язувати й іншим способом: 

розкриваючи відповідним чином модуль на проміжках, де підмодульний 

вираз має певний знак. У цьому випадку отримуватимемо сукупність двох 

систем. Наведемо загальний вигляд розв’язань, що виходять для обох типів 

рівнянь, наведених вище: 

 
Для розв'язування рівнянь, в яких міститься більш ніж один модуль, 

застосовується метод інтервалів, який полягає в наступному: 

• Спочатку знаходимо точки на числовій осі, в яких обертається в нуль 

кожен із виразів, що стоять під модулем. 

• Далі ділимо всю числову вісь на інтервали між отриманими точками 

та досліджуємо знак кожного з підмодульних виразів на кожному інтервалі. 

Зауважте, що для визначення знаку виразу треба підставити будь-яке 

значення x з інтервалу, крім граничних точок. Вибирайте значення x, які 

легко підставляти. 

• Далі на кожному отриманому інтервалі розкриваємо всі модулі у 

вихідному рівнянні відповідно до їхніх знаків на даному інтервалі та 

розв’язуємо отримане звичайне рівняння. У підсумкову відповідь виписуємо 

тільки ті корені цього рівняння, які потрапляють у досліджуваний проміжок. 

Таку  процедуру проводимо для кожного з одержаних інтервалів. 

 

Приклади: Знайдіть найменше значення виразів, опираючись на  властивості 

модуля. (для перших двох виразів зробіть графічну ілюстрацію відповіді)  

1.  | x | + | x + 4 |  
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Розв’язання: | x | + | x + 4  |  = | -x | + | x + 4 | ≥ | 4 | = 4  

 

2. | x + 2|  + | x – 3 | 

Розв’язання: | x + 2|  + | x – 3 | = | x + 2|  + | - x + 3 | ≥ |5| = 5 

 Графічно це виглядає так:  

 

3. | 2x + 2|  + | x – 3 | + |x – 4| 

Розв’язання: | 2x + 2|  + | x – 3 | + |x – 4| = | 2x + 2|  + | 3 - x | + |4 - x | ≥ |2x + 2 

+ 3 - x  + 4 – x| = 9 

 

4. Побудувати графіки функцій:  

Рівень А Рівень Б Рівень B 

|| xxy 
 

|| x

x
y 

 

||x

x

xy   

Спростимо формули, що задають функції: 
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Алгоритм методу інтервалів 

1. Знайти область допустимих значень (ОДЗ) виразу, рівняння чи 

нерівності і нанести її на числову пряму. 

2. Прирівняти до нуля  підмодульні вирази і знайти відповідні значення 

змінної. Нанести на числову пряму нулі підмодульних виразів і розбити 

область допустимих значень на систему інтервалів. 

3. Знайти знаки під модульних виразів на кожному інтервалі. 

4. Спростити вираз ( розв’язати рівняння, нерівність) на кожному 

інтервалі. 

5. Записати остаточний розв’язок рівняння і нерівності як об’єднання 

множин розв’язків на кожному інтервалі.  

Приклад. Нехай у рівнянні | х −  а | +   | х −  𝑏| =  с  , а  <   𝑏. Тоді 

розв’язання, згідно алгоритму, має вид: 

 

 

 Розв’яжемо рівняння за допомогою методу інтервалів. 

 

 

 
 

 
 

 

х <  а 𝒂  ≤   х  ≤   𝒃 х >  𝑏 

− 𝑥 +  𝑎 −  𝑥 +  𝑏 =  𝑐 

−2𝑥 =  𝑐  −  𝑎 −   𝑏 

𝑥 =  − (𝑐  −  𝑎 –  𝑏)/2 

Якщо 

− (𝑐  −  𝑎 –  𝑏)/2 

<  𝑎, то  

х1 =  −(𝑐  −  𝑎 –  𝑏)/2 

 

𝑥 –  𝑎 –  𝑥 +  𝑏 =  𝑐 

𝑏 –  𝑐 =  𝑎 

якщо числова рівність 

правильна, то 

відповіддю буде  

числовий проміжок 𝑎  ≤

  х  ≤   𝑏, якщо ні – 

розв’язків немає 

𝑥 –  𝑎 +  𝑥 −  𝑏 =  𝑐 

2𝑥 =  𝑐 +  𝑎 +  𝑏 

𝑥 =  (𝑐  +  𝑎 +  𝑏)/2 

Якщо 

 (𝑐  +  𝑎 +  𝑏)/2 

>  𝑏, то 

𝑥 =  (𝑐  +  𝑎 +  𝑏)/2 
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Крім методу інтервалів, існують і інші методи розв’язування рівнянь з 

модулем. Зокрема рівняння виду |f (x) | = |g(x)| можна розв’язати піднесенням 

обох частин до квадрату. 

 

3. Рівняння, що містять знак модуля 

Щоб краще зрозуміти, як розв’язуються найпростіші рівняння з 

модулем, звернемося до геометричного змісту модуля. Як відомо, вираз |𝑎 −

 𝑏| означає відстань між точками 𝑎 і 𝑏,  а розв’язати рівняння  |𝑥|   =  𝒂,  

означає знайти такі числа х відстань, від яких до  початку координат 

дорівнює а: 

 

У рівнянні |𝑥 −  𝑎|  =  𝑏  −  відстань між точками а і х дорівнює 𝑏: 

 
 

У рівнянні |аx - с| = b  -  відстань між точками ах і с дорівнює b:  

 
У рівнянні |а𝑥 −  с|  =  𝑏𝑥 +

 𝑑, –  відстань між точками ах і с дорівнює  𝑏𝑥 +  𝑑: 

 
Очевидно, що рівняння мають корені лише тоді, коли вирази, які стоять у 

правій частині рівняння  будуть  невід’ємними. 

 

З геометричної інтерпретації  випливають такі алгоритми розв’язання:  

|𝒙|   =  𝒂,  

 

|𝒙 −  𝒂|  =  𝒃 

 

|𝒂𝒙 −  𝒄|   =  𝒃, 

 

|𝒂𝒙 −  𝒄|   

=  𝒃𝒙 +  𝒅 
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, розв’язків немає  
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Приклади: Розв’яжіть рівняння. У відповідь запишіть суму коренів. 

1. 

|𝑥 + 3|  =  4 

−𝟔 

|1 − 2х|  =  0 

𝟎. 𝟓 

  |- 4х - 1| = 6 

− 𝟎, 𝟓 
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2. 

|x − 1|  =  2х +  4 

−1 

|х + 2|  =  6х −  1 

0,6 

|𝟑х −  𝟐|  =  𝟒х −  𝟏 
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3. Визначити кількість коренів рівняння залежно від значення параметра а: 
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Відповідь: при а <  − 4/3 розв’язків немає;  при а =  − 4/

3 один корінь ( корені співпадають);  при а ≥  − 4/3 два розв’язки. 

 

𝟒.   ||𝟑 − 𝐱|  −  𝐱 +  𝟏|  +  𝐱 =  𝟔 

|3x −  4|  =  а +  х 
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||3-x| - x + 1|  = 6 – x   <=>       
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х1 = - 2 
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х2 = 4 

Відповідь: x1 = -2; x2 =  4.                               Сума коренів:2      
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Приклад .|  x – 3 | + |x - 1| = | x - 2| + |x - 4|. 

 

Ця рівність  означає, що шукані корені – це координати прямої сума 

відстаней від яких до точок 1 і 3, та 2 і 4, рівні. Очевидно, що точки з 

проміжку [2;3] є коренями рівняння. 

 
 

Рівняння, що містять  суму модулів також можна  розв’язати графічно. 

Приклад  

| x + 3| - |x – 5| = 3x + 4. 

Шукані корені – точки перетину графіків функцій: 








43

|5||3|

xy

xxy
 

Розкривши модуль у першій функції, отримаємо формулу:     
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Побудувавши в одній 

системі координат 
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графіки обох функцій 

отримаємо, що  корінь 

рівняння: х = - 4 

        

 

4. Нерівності, що містять знак модуля 

Нерівності з модулями можна і потрібно розв'язувати, послідовно 

розкриваючи модулі на проміжках їхньої знакосталості. Таким чином, 

потрібно діяти приблизно так само, як при розв’язуванні рівнянь з модулями 

(про вище п. 3). Але є кілька відносно простих випадків, у яких розв’язування 

нерівності з модулем зводиться до більш простого алгоритму. Так, 

наприклад, розв’язування нерівності виду: 

 

Зводиться до розв’язування системи : 

 

Зокрема нерівність: 

 

Може бути замінено рівносильною системою: 

 

Якщо  в аналогічній нерівності замінити знак "менше" на "більше": 

, 

то його розв’язування зводиться вже до розв’язування сукупності: 
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Зокрема нерівність:   

може бути замінена рівносильною сукупністю: 

 

Таким чином, необхідно запам'ятати, що для нерівності "модуль менший" 

ми отримуємо систему, де повинні одночасно виконуватися обидві умови, а 

для нерівності "модуль більший" ми отримуємо сукупність, в якій має 

виконуватись будь-яка з умов. 

При розв'язуванні раціональних нерівностей із модулем виду: 

 

доцільно переходити до наступної рівносильної раціональної нерівності без 

модуля: 

 
Таку нерівність не можна розв’язувати добуванням кореня (якщо 

добувати корінь, то знову потрібно поставити модулі, і ви повернетеся до 

початку, якщо про модулі забути, це рівносильно тому, щоб на самому 

початку про них просто забути, а це, звичайно, помилка). Всі дужки потрібно 

перенести ліворуч і, ні в якому разі не розкриваючи дужки, застосувати 

формулу різниці квадратів. 

Отже, для розв’язування всіх інших типів нерівностей з модулями, 

крім зазначених вище, потрібно розкривати всі модулі, що входять у 

нерівність, на проміжках їх знакосталості і розв’язувати отримані нерівності. 

Нагадаємо докладніше загальний зміст цього алгоритму: 

 Спочатку знаходимо точки на числовій осі, в яких обертається в нуль 

кожен із виразів, що стоїть під модулем. 

 Далі поділяємо всю числову вісь на інтервали між отриманими точками 

та досліджуємо знак кожного з підмодульних виразів на кожному інтервалі. 

Зауважте, що для визначення знака виразу треба підставити будь-яке 

значення змінної з інтервалу, крім граничних точок. Вибирайте значення 

змінної, які легко підставляти. 
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 На кожному отриманому інтервалі розкриваємо всі модулі у вихідній 

нерівності відповідно до їх знаків на даному інтервалі і розв’язуємо отриману 

звичайну раціональну нерівність з урахуванням усіх правил і тонкощів 

розв’язування звичайних нерівностей без модулів. 

 Розв’язування кожної з нерівностей, отриманих на конкретному 

проміжку, об'єднуємо в систему з самим проміжком, а всі такі системи 

об'єднуємо в сукупність. Таким чином, з розв’язків усіх нерівностей 

вибираємо тільки ті, які увійшли в проміжок, на якому була отримана дана 

нерівність, і записуємо у підсумкову відповідь. 

 

Перший спосіб розв’язування нерівностей з модулем. З означення модуля 

випливає, що для будь-якого числа а виконується нерівність . 

Геометрично  – відстань від початку відліку (точки 0) до точки, 

координата якої є число а. 

 
 

Відстань між точками а і b дорівнює . Наприклад, якщо , 

, то  – відстань між точками з координатами 2 і 5. Або 

. 

 
 

Відстань між точками 5 і –6 дорівнює:   Або 

. 

 
 

Геометрично нерівність , де , означає, що відстань від точки з 

координатою х до точки 0 не більша від а. 
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Цю властивість мають точки  . Отже, нерівність  

означає те саме, що й подвійна нерівність . Нерівність  

означає те саме, що й подвійна нерівність . 

 

Нерівність  означає, що  або . Нерівність  

означає, що  або . 

 
 

Нерівності , де , 

розв’язуються аналогічно, бо можуть бути зведені до попередніх заміною 

. 

 

Другий спосіб розв’язування нерівностей з модулем. При розв’язуванні 

нерівностей, що містять змінну під знаком модуля, використовується 

означення модуля функції:  

 
 

Нерівність виду , якщо , 

Якщо , то нерівність  розв’язків не має. 

 

Нерівність виду   якщо ; 

 

якщо , то розв’язком нерівності  буде множина 

допустимих значень функції ; 
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якщо , то розв’язком нерівності  буде множина тих х, для 

яких . 

5. Нерівності, що містять кілька модулів 

Для розв’язування нерівностей, які містять більше одного модуля, 

застосовують метод інтервалів для модулів. 

 

Нерівність Геометрична ілюстрація Алгоритм 

розв’язання 

 

|х|  ≤  а 

 
Якщо а < 0   x Є  

 

-а ≤  х ≤ а 

 

|𝒙 |  ≥  а, 

 
Якщо а < 0,   x є R 

 










ax

ax
 

 

|𝑥 −  𝑎|  ≥   𝑏 

Якщо b < 0,   x єR 

 










bax

bax

 

 

|𝑥 −  𝑎|  ≤   𝑏 

Якщо b < 0,   x є  

 

а - b ≤  х ≤ а + b 

|𝑎𝑥 −  𝑐|   ≥  𝑏𝑥 

+  𝑑, 

 










dbxcax

dbxcax

 

| 𝑎𝑥 −  𝑐|   ≤   𝑏𝑥 

+  𝑑 

      
Якщо bx+d < 0,   x є  









dbxcax

dbxcax

 

 

Приклад :Розв’язати нерівність  
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Розв’язання 

Згідно з 1-им способом розв’язування нерівностей з модулем випливає, 

що  або , тобто 

 

Відповідь:   . 

Приклад: Розв’язати нерівність . 

 

Розв’язання 

Оскільки , то початкова нерівність розв’язків не має. 

Відповідь: . 

 

Приклад: Розв’язати нерівність  

. 

 

Розв’язання 

Дану нерівність можна замінити сукупністю двох систем нерівностей: 

 . 

Відповідь:  . 

 

Приклад: Розв’язати нерівність  

 
     Розв’язання 

Для розв’язування даної нерівності використаємо метод інтервалів для 

модулів. Відзначимо на числовій прямій точки, в яких вирази, що 
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знаходяться під знаком модулів, перетворюються в нуль. Це точки 

 і . Вся числова пряма розбивається цими точками на три проміжки: 

 

1) Розглянемо проміжок (інтервал)  : 

Підставивши в підмодулеві вирази замість змінної х довільне значення з 

даного інтервалу, виявивши тим самим знак підмодулевого виразу, 

отримаємо нерівність ,    . 

Тоді  

2) Розглянемо проміжок  : 

За тим самим принципом, що і на попередньому проміжку, 

маємо       

Тоді   

3) Розглянемо проміжок : 

Маємо   .  

Тоді   

Об’єднаємо отримані розв’язки:   . 

Відповідь:   . 

 

Приклад: Розв’язати нерівність  

. 

Розв’язання 
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Запишемо  дану нерівність у вигляді сукупності двох систем: 

   

  

    

 

     . 

Відповідь:   . 
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Приклад :  Розв’яжіть нерівність: || 𝑥 |  +  1|  <  4. У відповідь запишіть всі 

цілі розв’язки нерівності. 

І спосіб ІІ спосіб 
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− 𝟑  <  𝑥  <  3 

 

Приклад : Розв’яжіть нерівність:  || 𝒚 |  −  𝟐|  > 1. У відповідь запишіть всі 

цілі числа, які не належать множині розв’язків. 
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Відповідь: -2;  2 

 

Приклад :Розв’яжіть кожну нерівність  двома способами.  

(Нерівності розв’язані першим способом)  

||𝟑 −  𝒙|  −  𝒙 +  𝟏|  +  𝒙  ≤   𝟔 ||𝟑 −  𝒙|  −  𝒙 +  𝟏|  +  𝒙  ≥   𝟔 

||3 - x| - x + 1|  ≤ 6 – x 
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| |3 - x | - x + 1|  ≥ 6 – x 
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Завдання для самостійного опрацювання 

 

𝟏. | 𝟐𝐱 −  𝟏|  =  | 𝟑𝐱 +  𝟐 |                                            {𝟒, 𝟓}; 

𝟐. | 𝟑 −  𝟐𝐱| =  | 𝟒𝐱 +  𝟏 |                                             {
𝟏

𝟑
;  −𝟐} ; 

𝟑. | 𝐱 −  𝟐 | +  |𝐱 −  𝟒| =  𝟑                                                      {𝟏, 𝟓;  𝟒, 𝟓}; 

4. | x| - 2|x + 1| = 5                                                         Розв’язків немає 

𝟓. 6526526  xxxx                                       {𝟒}; 

𝟔. 2
12

1|2|






x

x
                                                                                {𝟎, 𝟔}; 

𝟕. |𝐱 − 𝟐| < 5                                                                                   𝐱 ∈  (−𝟑; 𝟕); 

𝟖. |𝐱 + 𝟐| < 5                                                                                   𝐱 ∈  (−𝟕; 𝟑); 

𝟗. |𝐱 + 𝟑| > 4                                                                            𝐱 ∈  (−∞; −𝟕) ∪ (𝟏; + ∞); 

10. |𝐱 − 𝟓| < 2                                                                                𝐱 ∈  (𝟑; 𝟕). 
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